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Abstract

Lineare Intervallabschitzungen (LIEs) fiir parametrische Flichen sind parametri-
sierte EinschlieBungskorper, die in [Biihler, Barth ’01] im Zusammenhang mit ei-
nem Schnittalgorithmus fiir parametrische Flichen eingefiihrt wurden. Diese Ar-
beit enthilt die Sitze und Beweise, die die Grundlage fiir den in [Biihler, Barth '01]
erwidhnten Schnitttest mit automatischer Parametergebietsreduzierung bilden.

Keywords: Linear Interval Estimations, LIE, intersection, parameter domain pru-
ning, bounding volumes, parametric surfaces.



1 Einleitung

LIEs sind parametrische Intervallebenenstiicke, also Parallelogramme im R?, die
statt aus Punkten aus einer Menge von Intervallpunkten bestehen. In dieser Ar-
beit wird deshalb zuniichst ein Algorithmus entwickelt, der mit Hilfe von Inter-
vallarithmetik das Schnittgeradensegment zweier gewshnlicher Parallelogramme im
Raum berechnet. Die Parallelogramme werden als Stiicke parametrischer Ebenen
dargestellt, ihr Schnitt als parametrisches Geradenstiick. Der Algorithmus berech-
net neben einer parametrischen Darstellung diese Geradenstiicks auch die Parame-
terteilgebiete, die das Geradensegment enthalten. Es wird auflerdem gezeigt, dafl
in diesem Fall die Anwendung der Intervallarithmetik nicht zu Uberschiitzungen
fithrt, sondern ein bis auf Rundungsfehler exaktes Ergebnis liefert. Der fiir gew6hn-
liche Parallelogramme entwickelte Algorithmus wird dann auf den Schnitt zweier
LIEs iibertragen und fiithrt zu einem neuen Algorithmus, der eine relativ enge ach-
senparallele Einschliefung des Schnittes berechnet. Im Anhang befinden sich kurze
Uberblicke iiber die Grundlagen der Intervallarithmetik, der affinen Arithmetik und
der Taylor Modelle, die fiir das Versténdnis und die Beweisfithrung wichtig sind.

2 Lineare Intervallabschitzungen

2.1 Allgemeine Definition
Definition 1 Die Intervallebene
[L(UJU)le'*'U*yl +U*y27 (U*:U*) EI;: XI; = GIR2 (1)

mit p € IR, y,,y, € IR® heift lineare Intervallabschitzung (LIE) des parametri-
schen Flichenpatches
Ff(u,v), (u,v) €1 € IR?

falls eine bijektive und stetig differenzierbare Abbildung

b { 0 - 0"
" (w0) = d(u,v) = (ut(u), 0" (v))
existiert, so daf fir alle (u,v) € 1 gilt

f(u,v) € L(¢(u,v)) = L(u*(u),v*(v)).

Zu jedem Punkt des Flachenpatches existiert also ein Intervallpunkt der linearen
Intervallabschitzung, der den Flichenpunkt enthilt.
Durch die zulissige Parametertransformation

*
0 = 1
* *
U2 — U1 * ULUy —U2Uq
Mgt x4 MUpTUD
2 1 2 1

¢—1.
] @) = () =g (ut ) =

* *
V2—U1 * VilUg —V2Uy
i VT —is

2~ U1 2~ V1

kann man erreichen, daf} sich die Parametrisierungen der Fliche und der LIE ent-
sprechen, d.h. es gilt:

f(u,v) € L(u,v), fir alle (u,v) €1 (2)



2.2 Berechnung linearer Intervallabschitzungen als Taylor-
modell 2.Grades

Definition 2 Sei f : 1 — R® n + 1-mal stetig differenzierbar auf 1 € IR* und sei
Tuo,vo (u,v) das bivariante Taylorpolynom n.-ten Grades von f um (ug,vo) dann
heifst

e ein Intervallvektor J € IIR? fiir den gilt
V(u,v) € I: fu,v) — Tyg o (u,v) € J
eine Restgliedabschitzung n.ter Ordnung von f auf [.
o das Paar (T y; v, J) Taylormodell n.-ter Ordnung von f
o die Menge aller Restgliedabschitzungen Restgliedfamilie

Satz 3 Sei
(T'uo,v0> )

ein Taylormodell 2.0rdnung des Flichenpatches f(u,v), (u,v) € I dann ist
L(u,v) = Tyguo(u,v) +J (3)
eine lineare Intervallabschditzung von F

Beweis:

Betrachtet man die Taylorformel 2.0rdnung des Fliachenpatches mit Lagrange Rest-
glied, schiitzt den Wertebereich des Restglieds mit Hilfe einer Intervallbox J € TIR?
ab und formt Gleichung (3) so um, daf} sie die Form (1) erhilt:

Satz 4 f(u,v) € R®(u,v) € | = (@ — o, @9 + ) sei in | einmal stetig dif-
ferenzierbar und die zweite Ableitung existiere. Dann gibt es fir alle (u,v) € [,
(bu, &) € [U,UO] x [UaUO]; so daf gilt

f(u, U) = Tuo,vo (Ua U) + Ruo,vo (u,U,§u,§v)
mit dem Taylorpolynom
Tuo,00 (4, 0) == f(uo0,v0) + (u — uo) f, (o, v0) + (v — vo) £, (o, vo) (4)
mit dem Lagrangen Restglied
R(u7 v, £u7 é-v) = %((u_u0)2fuu(§u7 é-v)+2 (U—UO)(U—U())fu,U (E’Ln fv)+(v_vo)2fvv (E’LH fv))
()

Eine (grobe) Intervallabschitzung J des Langrangen Restgliedes (5) in allen vier
Variablen erhilt man nach Satz 8 (EinschlieBungseigenschaft) durch einfache Inter-
vallauswertung der Restgliedformel in allen vier Variablen

R := R(Iy,I,, 1., 1)

Bessere Wertebereichsabschitzungen fiir das Restglied lassen sich mit etwas Mehr-
aufwand beispielsweise mit Hilfe von zentrierten Formen (siehe z.B. [Neumeier "90],



centered forms) berechnen.

Durch einfache Umformung des Taylormodells (T'y,,v,,R) erhilt man die Darstel-
lung
L(u,v) =+ uf,(uw,v0) +vf,(uo,vo)

mit
r =R+ f(uo,v0) — uof,(uo,v0) — vof,(uo,v0)
2.3 Berechnung mit Hilfe affiner Arithmetik

Satz 5 Sei f(u,v), (u,v) € I := I, x I, mit rad(1l,),rad(I,) > 0 ein stetiges
Flichenstiick im IR®,

U:=ug+U€, und D := vy + V1€y; €us € € [—1,1]

die zu I, und I, gehdrenden Affinformen und

F(01,0) = Flew €vs €1, 6n) = F* + fleu+ flen+ Y fle;

i=1

mit €,,€y,€; € [—1,1], i =1,...,n die Auswertung von f mit @ und .

Dann ist
[L(eu:ev) = f0+fu€u+fv€v +Q; €y, 6 € [_171]7
miat
n . n .
Q:= [—ZU"ZLZU"”] (6)
i=1 i=1
eine lineare Intervallabschitzung von f, wobei | %] := (|fi],1£il,1£iDT, i =1,...,n.
Beweis:

Durch Zusammenfassung von f° und Q zu q := f° + Q erhilt man eine Darstellung
der Gleichung (6) in der Form (1):

[L(euaev) :ZQ+fu€u+fv€v; €y, €y € [_171] (7)

Aus der Definition der Affinformen und der fiir sie definierten Operationen (siehe
Abschnitt B) folgt:

Fiir alle (u,v) € | existieren €2,€,¢? € [-1,1],4 =1, ...,n so, da§

Flu,v) = F(eh, €0, €1,y €7)

Wegen der Einschliefungseigenschaft der Intervallrechnung Satz 8 gilt damit dann
auch:
Fiir alle (u,v) € [ existieren €2,€% € [-1,1] so, dafl

f(u,v) € }.(627627 [_17 1]7 ey [_17 1]) = fo + fleu+ e +Q

Die Zuordnung zwischen den Intervallen I, und I, und den Affinformen 4,7 ist
eineindeutig, falls I,, und I, keine Punktintervalle sind. In diesem Fall 148t sich die



Beziehung zwischen den Parametern v und v und den Fehlersymbolen €, und e,
mit Hilfe der bijektiven Abbildungen
[-1,1]2 — 1
¢ : (euaev) = (’LL,U) = ¢(€u;€v)
= (rad(I,) €, + mid(I,), rad(Il,) €, + mid(l,))
bzw.
0
¢t (u,)

[_17 1]2
(€ur€) = ¢ H(u,v)

= (s (u = mid(1), +o (v — mid(L,))
darstellen. Damit existiert eine bijektive Zuordnung zwischen den Punkten des
Fldchenstiicks und den Intervallpunkten der Intervallebene (7). n

—
—

Durch die Umparametrisierung von L mit ¢ und Zusammenfassung von f° und Q
zu q := f° + Q erhiilt man eine Dastellung der LIE in der Form (2):

L(u,v) =g+ fru+ fov;  (u,v) €1

3 Der Schnitt zweier Parallelogramme im R?

Gegeben seien zwei Parallelogramme e; und e, im R? als Teilstiicke nicht paral-
leler parametrischer Ebenen:
ei(u,v) =p+uy; +vyy;  (wv) €Ly xl =1 (8)
ex(s,t) = g + swi + two; (s,t)edsx Sy =Jd (9)
Gesucht wird, falls vorhanden, die genaue Schnittstrecke der beiden Parallelogram-
me in allen vier moglichen Parametrisierungen: nach s, t, u und v. Oder anders

gesprochen: Gesucht werden die Parametergebiete I C I und J C J, die genau die
Parameterwerte s,t,u und v der Schnittstrecke enthalten.

Durch Gleichsetzen von (8) und (9) erhilt man das Gleichungssytem,

(Y1 ¥ —wi —w2) =r (10)

~+~ »n S &

mit r := g—p, aus dem die Schnittgerade der beiden Trégerebenen e (u,v),u,v € R
und es(s,t),s,t € IR berechnet werden kann.

Sind jeweils drei der Vektoren y,,y,, w1, ws linear unabhingig, lassen sich durch
Umformung und Anwendung der Cramerschen Regel auf das System (10) folgende
Gleichungen ableiten:

si(u) = L(k+pPu) ui(s) = (—k+as)

s2(v) = J(A=pBv) us(t) = (n—at)
ti(u) = g(p—0du) vi(s) = (A —7s)
ta(v) = (v +dv) va(t) =  F(—v+t)



mit

a:= |y, —w; —ws K:i= |y, T —wsl
B:= |y Yy — wsl A= |y v —wyl
vi= |y —wr  —wy pi= |y, —wi 7|
0:= |y, Yy, —wi| vi= |y, —wi 7

die sich zu vier parametrischen Gleichungen der Schnittgeraden in den Parameter-
gebieten der Parallelogramme zusammenfassen lassen:

0 gl<u).=<:((z)))=§<<:)+u<i>);uefu (1)
B0 g,(0) =(t((;>=§<(A>+(_f>)eI (12)
und
hys ha(s) :=<“l(s)>=1(< _”>+s< : )>; sed,  (13)
v1(s) B\ A -
h - hz(t)::<m(t)>:l(< a >+t<_a>);teJt (14)
va(t) 6\ —v 5y

Diese vier Geraden enthalten jeweils die tatséichliche Schnittstrecke der beiden Par-
allelogramme, deren genaue Begrenzung aber noch bestimmt werden mu#f.

3.1 Geometrische Losung

Wertet man g, (u) fir Um, := min(lh) und Ume, = max(l;) aus, erhilt man die
Parameterwerte gr.., = (8L i th i) T 9hiae = (8% 0o th 20)T der Schnittpunkte
der das Parallelogramm e; begrenzenden v-Linien mit der Trigerebene des Paral-

lelogramms es.

Analog erhiilt man aus den Gleichungen g,(v) fir vy, := min(lz) und Ve =
max(I;) die Parameterwerte g2,.. := (s2..,t2.)7,9L .0 = (820 tae) | der
Schnittpunkte der das Parallelogramm e; begrenzenden u-Linien mit der Trégere-

bene des Parallelogramms es.

3.2 Berechnung des Schnittsegments mit Hilfe von Intervall-
arithmetik

Behauptung 1 Seien I C IR ein beliebiges reelles Intervall. Dann ist g,(I) gleich
dem Wertebereich W(g,,I) von g,(u), v € I. Analoges gilt fir g,(v), hi(s) und
h(t).

Beweis:

Da g, (u),g,(v), h1(s) und hs(t) linear sind und der jeweilige Parameter nur einmal
im Funktionsterm vorkommt folgt die Behauptung direkt Anwendung von Satz 9
auf die Funktionen der einzelnen Komponenten.



Berechnet man also die Wertebereiche der Funktionen g, (u) und g,(v) jeweils direkt
mittels Intervallarithmetik, erh&lt man aufgrund Behauptung 1 das gleiche Ergebnis
wie oben:

Es gilt min(g, (1)) = gp,;,, und min(gy (L)) = g2,;,-

Behauptung 2 Der Intervallvektor

J = g1(Iu) Ngo(Iy)NJ
ist fiir J # 0 eine (iiberschitzte) Einschliefung fiir die Parameterwerte des Schnittes
des Parallelogramms e; mit der Trdgerebenen des Parallelogramms es.

Bevgeis: . X
Sei J :=g,(Iy)Ngy(Iy) und J:=J NJ

1. Ist J € J aber J # 0, so bildet das Gebiet J eine im allgemeinen {iberschitzte
EinschlieBung des Parametergebietes der Schnittstrecke beziiglich s und t.

~ ~

Denn: In diesem Fall liegen die inneren beiden (es(min(J)) und e;(max(J)))
der berechneten vier Schnittpunkte der u- und v-Linien des Parallelogramms
e, teilweise oder ganz auflerhalb des Parallelogramms e;.

Da J # 0, ist die eigentliche Schnittstrecke eine Teilstrecke der berechneten
Strecke und J ist eine Uberschitzung des dazugehorigen Parametergebietes.

Ist die Schnittstrecke nicht parallel zu einer der Begrenzungslinien des Pa-
rametergebiets, so ist auch J eine Uberschiitzung des Parametergebiets der
eigentlichen Schnittstrecke, da die Schnittpunkte der Strecke mit den Seiten
des Parametergebiets in den meisten Fillen nicht auf den Eckpunkten des
Schnittes liegen.

2. Falls J C J , so bildet J =: J bereits die exakte Einschliefung des Parame-
tergebietes, in dem die Schnittstrecke liegt.

Denn: In diesem Fall liegen die inneren beiden (es(min(J)) und es(max(J)))
der berechneten vier Schnittpunkte der u- und v-Linien des Parallelogramms
ey innerhalb des Parallelogramms e; und sind somit die exakten Begrenzungs-
punkte der Schnittstrecke.

3. Ist das Intervall leer, schneiden sich die beiden Parallelogramme nicht.
Behauptung 3 Sei J # 0. Der Intervallvektor
I:=h (jg) N hz(jt)

ist die genaue FEinschlieffung der Parameterwerte des Schnittes des Palallelogramms
ey mit der Tragerebenen des Parallelogramms e;.

Beweis: ~ R ~ y
Berechnet man I := hq(J5) N ha(Jy), so gilt I C I:

I="h((J,)Nha(Jy)
= hl(Sl(Iu) n Sz(Iv) n Jt) n hz(tl(Iu) n tQ(Iv) n Js)

h1, hs injektiv, da linear

= h1 (Sl(Iu)) n h1 (82(.[1,)) N hl(Js) n hz(tl (Iu)) n hz(tz (Iv)) n hz(Js)



hios;i =idund haot; = id

=1InN hl(SQ(IU)) n h1(Js) NnNInN hz(tg([v)) n hQ(JS)
cI

T bildet folglich, analog zum Beweis Behauptung 2 Fall 2), die genauen Einschlie-
Bung des u-v-Parametergebiets in dem die Schnittstrecke liegt.

Behauptung 4 Sei I # (0. Der Intervallvektor

..:T = 91(I~u) N 92(I~v)

ist die genaue Einschlieffung Parameterwerte des Schnittes des Palallelogramms e;
mit der Tragerebenen des Parallelogramms es.

Beweis analog zu Behauptung 3.

Die Behauptungen 2 — 4 werden zu folgendem Satz zusammengefaft, der gleichzeitig
einen Algorithmus fiir die Berechnung eines reduzierten Parametergebietes definiert:

Satz 6 Sind jeweils drei der Vektoren y,,y,, w1, ws linear unabhingig, so ist die
Schnittstrecke der beiden Parallelogramme el und eo durch je({e der vier Gleichun-

gen g,(u), u € I,, g,(v), v €I, hi(s) s € J, und hy(t) t € J; gegeben, wobei

J:=g,(Iu) Ngy(I)NJT

1:=hi(J,) N ha(F)

J = gl(-[u) N g2(I’U)

Ist mindestens eines der Parametergebiete J,1 oder jl leer, so schneiden sich die
Parallelogramme nicht.

3.3 Sonderfille

Sonderfille treten auf, falls eine oder mehrere der Determinanten «, 3,y und §
verschwinden. Geometrisch interpretiert heifit das, wenn

1. eine Kante des einen Parallelogramms parallel zum anderen Parallelogramm
(eine der Determinanten verschwindet)
oder sogar parallel zu einer seiner Kanten ist.
(jeweils zwei verschwindende Determinanten: y =6 =0y=8=0,a=8=0
oder a =6 =0)

2. e; und e, parallel sind aber nicht in der gleichen Ebene liegen (a = =~ =
0 = 0 und mindestens zwei der Determinanten &, A, u, v # 0).

3. e; und e, in der gleichen Ebene liegen. (a = =vy=0=k=A=pu=v=0).

Fall 1) kann wie folgt behandelt werden:
Fiir

e a=0seig(u):=J



o y=0seigy(v):=J
e 3=0sel hi(s): =1
o §=0sei hy(t):=1
Satz 6 gilt auch hier: T und J sind die exakten Einschliefungen der Losung,.

Im Fall 2) gilt: die beiden Parallelogramme schneiden sich nicht.

Im Fall 3) mufl durch Schnitt der Begrenzungsgeraden der beiden Parallelogramme
das Parametergebiet festgestellt werden in den sich die beiden Parallelogramme
schneiden.

4 Der Schnitt zweier LIEs

Gegeben seien zwei LIEs im R?

Li(u,v) = p + uy; + vys; (u,v) € I, x I, =1 (15)
La(s,t) = g+ swy + twa; (s,t) eJs x Jy =J (16)

wobei jeweils drei der Vektoren y,,y,, w1, w2 linear unabhéingig seien. (Die ande-
ren Fille werden als Sonderfille betrachtet.)

Gesucht wird, falls vorhanden, die genaue Intervallschnittstrecke der beiden LIEs
in allen vier moglichen Parametrisierungen: nach s, t, u und v. Oder anders ge-
sprochen: Gesucht werden die Parametergebiete I C | und J C J, die genau die
Parameterwerte s,t,u und v der Intervallschnittstrecke enthalten.

Durch Gleichsetzen von (15) und (16) erhélt man ein System linearer Gleichungs-
syteme,

(Y1 Yo —w1 —w2) =7, rEr:=q-p; (17)

aus dem die Intervallschnittgerade der beiden LIEs Ly (u,v), (u,v) € lund La(s, ), (s,t) €
J berechnet werden kann.

Sind jeweils drei der Vektoren y4, ¥, w1, w- linear unabhingig kann hier prinzipiell
genau so vorgegangen werden, wie in Abschnitt 3.

Die Gleichungen fiir s,t,u und v sind dquivalent zu den dort aufgestellten Gleichun-
gen bis auf die Bestimmung von k, A, u und v, die in diesem Falle durch die Werte
K, L, M und N ersetzt werden:

K:= |y, r —ws
L= |y; r —ws
M:= |y, —w r|
N:= |y, —w r|



Die Gleichungen (11)—(14) werden damit mit

Si(u)= L(K+pu) Ui(s) = 3(-K+as)
S2(v) = 2(L—Bo) Up(t) = (M —at)
Tiw= L(M-bu)  Ti(s)= HI-7s)
Tr(v) = (N +6v) Vo(t) = (=N +n7t)
zu
S1 K
gl<u)=(TEZ;)=§(<M>+u<_5>),uezu (18)
S L -
gz<v):=(T2E:;)=§<<N)+v( f));uefv (19)
und
Ui (s) 1, -K a
[h1(8)=(v(8)>=5(< I >+s<_’7));5€Js (20)
(t)

h . Us(t _1 M - ‘ 7 51
z(t)-—<V2(t)>—g(<_N)+t(7))7t€t (21)

Bemerkung 1 Aus Satz 12 folgt, dafi g; und bh;, i,j = 1,2 fir definierte Werte von
u,v,s und t jeweils eine optimale achsenparallele Einschliefung der Losungsmenge
des zugehorigen Gleichungssystems angeben, falls die Determinanten K, L, M und N
berechnet werden, indem man sie zuerst nach dem Komponenten des Intervallvektors
r entwickelt.

Somit gilt auch fiir LIEs

Behauptung 5 Der Intervallvektor

J=g,Tu) Ngy (L) NI

ist fiir J # O eine (iberschiitzte) Einschliefung fiir die Parameterwerte des Schnittes
von Ly mit der Intervalltrigerebenen von L,.

Fiir LIEs gilt allerding nicht die Aussage, daf} die in Behauptung 3 und 4 berech-
neten Intervalle I,J die exakten EinschlieBungen sind, da sich zum Einen durch
den iterativen Charakter der Berechnung Uberschiitzungen ergeben und zum An-
deren nur achsenparallele EinschlieBungen berechnet werden: Jeder Intervallpunkt
des berechneten Schnittsegments schliefit eine gewisse Menge von Intervallpunkten
der LIEs ein, die vom Schnitt betroffen sind.

Um die Uberschéitzungen zu reduzieren werden die berechneten EinschlieBungen in
jedem Schritt mit vorangegangenen Einschieungen bzw. den urspriinglichen Para-

metergebieten geschnitten.

Die Behauptungen 3 und 4 werden deshalb wie folgt abgedndert:
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Behauptung 6 Sei J # (). Der Intervallvektor
1= Ihl(js) N [hz(jt) Nl

ist eine Finschliefung der Parameterwerte des Schnittes von Ly mit der Intervall-
tragerebenen von L.

Behauptung 7 Sei | # 0. Der Intervallvektor

J= gl(ju) N gz(jv) nJ

ist eine Finschliefung der Parameterwerte des Schnittes von Ly mit der Intervall-
tragerebene von L.

Die Behauptungen 5 — 7 werden zu folgendem Satz zusammengefafit, der analog
zu Satz 6 einen Alogrithmus fiir einen Schnitttest mit Parametergebietsreduzierung
darstellt:

Satz 7 Seien Ly und Lo die durch die Gleichungen 15 und 16 definierten LIEs
und @y,9,,h1,he die Intervallgeraden mit den Gleichungen 18 — 21. Sind jeweils
drei der Vektoren yq,Y,, w1, w2 linear unabhingig, so ist eine Einschlieffung der
Intervallschnittstrecke von Ly und Ly durch jede der vier Gleichungen g;(u), u € I,

9,(v), v € I,, hi(s) s € J, und ha(t) t € J, gegeben, wobei
J:= 91 (Iu) N Qo (L) N

I:= [hl(js) N [hz(jt) ol

[S3}

=0 (I~U) N gQ(jv) nJ

Ist mindestens eines der Parametergebiete J,1 oder jl leer, so schneiden sich die
LIEs nicht.

4.1 Sonderfille
Die in Abschnitt behandelten Sonderfille gelten in dhnlicher Weise auch fiir LIEs.

eFall(wn=0=0y=8=0,a=08=0oder a = § = 0) wird genauso
behandelt wie bei Parallelogrammen.

e Fall 2 (o = = v = § = 0 und mindestens zwei der Determinanten &, A, u, v #
O)und Fall3 (a = 8 =7=8 =k = X = u = v = 0) werden gemeinsam
behandelt: Ist « = 8 = v = § = 0 werden achsenparallele Einschieffungs-
quader berechnet (z.B. durch direkte Auswertung der Flichenbeschreibungen
mit Intervallen oder affiner Arithmetik) mit denen ein einfacher Schnitttest
vorgenommen wird.
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A Intervallarithmetik

In der Beschreibung zum Buch “Interval Methods for Systems of Equations”
([Neumeier '90]) werden Intervalle folgendermaflen beschrieben: “An interval is the
natural way of specifying a number that is specified only within a certain toleran-
ces.”. Ausgangspunkt fiir die Verwendung der Intervallrechnung in der Numerischen
Mathematik war urspriinglich der Wunsch die durch die begrenzte Genauigkeit der
Maschinenarithmetik verursachten Rundungsfehler zu erfassen und eine enge Fehler-
abschitzung zu erhalten ([Alefeld, Herzberger '74]). Die moderne Intervallanalysis
beschiftigt sich unter anderem mit Methoden zur Bestimmung von Losungen line-
rarer und nichtlinearer Gleichungssysteme vor dem Hintegrund unsicherer Daten,
der Berechnung von Wertebereichen von Funktionen und deren Ableitungen und
der Verifizierung numerischer Berechnungen.

In den folgenden Abschnitten wird ein kurzer Uberblick iiber Grundlagen der Inter-
vallarithmetik und -analysis gegeben, die fiir die folgenden Betrachtungen relevant
sind. Fiir eine ausfiihrliche Einfiihrung in das Thema sei an dieser Stelle auf die
Biicher [Alefeld, Herzberger "74] und [Neumeier ’90] verwiesen, die die Basis fiir die
folgenden Abschnitte bildeten.

A.1 Definitionen und Bezeichnungen

Ein abgeschlossenes reelles Intervall I ist definiert als

[a,b] ={z €eR |a<z<b}

Die Menge aller abgeschlossenen reellen Intervalle wird im Folgenden mit IIRbezeichnet.
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Sei I = [a,b] € IR, dann bezeichnet

inf(I) :=a das Infimum von I
sup(I) :=1b das Supremum von I
rad(I) := (b;“) den Mittelpunkt von I
mid(I) = (“;b) den Radius von T

|| := max{a, b} den Betrag von 1.

Ein Intervall T heifit diinn, wenn inf(I) = sup(7).

Sei M eine nichtleere beschrénkte Teilmenge aus IR, dann wird mit
OM := [inf{M},sup{M}]

die Hiille von M bezeichnet.

A.2 Relationen

Zwei Intervalle I und J heiflen gleich ( I = J ), wenn zwischen ihnen mengentheo-
retische Gleichheit besteht. Die Relation “=" ist reflexiv, transitiv und symmetrisch.

Die Relationen <, <, >, > sind nur fiir Intervalle definiert, die sich héchstens einen
Randpunkt gemeinsam haben.

A.3 Arithmetische Operationen

Ist * € {+,—,+,/}, dann gilt fiir I, J € IR
IsxJ={z=zxy|xzel,yeJ}

Explizit ergeben sich fiir I = [a,b], J = [c, d] folgende Rechenregeln:

I+J =Ja+c¢b+d
I-J =Ja-d,b-]
I-J :=[min{ac,ad,bec, bd}, max{ac,ad, bc,bd}]
I/J :[aab] %a%]

Fiir die Division wird hierbei vorausgesetzt, dal 0 ¢ J.

A.4 Vektoren und Matrizen

Fiir Intervallvektoren (z,y,1,J, ... € IR™) und Intervallmatrizen (A,B,M, .... € IR™*")
gelten alle obigen Aussagen komponentenweise.

A.5 Intervallauswertung arithmetischer Ausdriicke

Die Rechenregeln fiir die intervallmiflige Auswertung stetiger Grundfunktionen wie
Betrag, Wurzel, Quadrat, Sinus, Cosinus, die Exponentialfuntion und der Logarith-
mus ergeben sich direkt aus der Betrachtung des (bekannten) Wertebereichs und
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ihren Monotonieeigenschaften:
Sei ¢ eine der oben genannten Funktionen und I € IR, so gilt

¢(I) := D{g(2) | z € I} = {¢(z) | = € I}

Satz 8 (EinschlieBungseigenschaft [Alefeld, Herzberger ’74]) Sei f(uq,...,un)
eine stetige Funktion in u; € U; € IR. Dann gilt fir alle (uy,...,un) € [, Ui
f(ul, ,un) € f(Ul, ey Un)

Satz 9 ([Alefeld, Herzberger '74]) Gegeben sei ein reelles Polynom p der reel-
len Verdinderlichen x. Dieses sei dargestellt durch den Ausdruck

p(z) = (..((amZ + am-1)y_1 + Gm — 2)0_5 + ...a1)T + ag
mitn, >2, 1<v<m-—1.
Dann gilt bei der Auswertung der auftretenden Potenzen als

X* := [min 2¥, max z*]
zeX zeX

stets W(p, X) = p(X).

Fiir allgemeine arithmetische Ausdriicke gilt:

Satz 10 ([Neumeier ’90]) Sei f(z);x := (z1,...,2n) € | € IR"™ ein arithmeti-
scher Ausdruck, in dem jedes x;,i = 1,...,n nur einmal vorkommt. Dann gilt

FQ) =0{f(z) | z € I} fiir alle J C 1

Satz 10 wird in [Stolfi, de Figueiredo '97] auch Fundamentalinvariante der Werte-
bereichsanalye genannt.

Die direkte Intervallauswertung arithmetischer Ausdriicke fiihrt nur in wenigen Spe-
zialfillen zu einer optimalen EinschlieBung des Wertebereichs. Ein grofies Problem
bilden bei der Auswertung auftretende Ubeschiitzungen. In Fillen, in denen eine Va-
riable mehrmals im Ausdruck auftritt, hingt die Qualitit des Einschliefung schon
oft entscheidend von der Art ab in welcher Form der Ausdruck geschrieben wird, da
die Intervallarithmetik keine Abhingigkeiten der Variablen beriicksichtigt. Betrach-
tet man beispielsweise die Funktion f(z) =« — ;2 € [—1,1], so gilt Wy = {0}, die
intervallmaflige Auswertung von f iiberschitzt das tatséchliche Ergebnis sehr grob:
f(-1,1)) =[-1,1] = [-1,1] = [-2,2].

Einige Methoden um engere EinschlieBungen fiir Wertebereiche einer Funktion f(z),
x € I zu bekommen werden in [Neumeier *90], Kapitel 2 basierend auf Lipschitz-
konstanten, dem Mittelwertsatz f(z) = f(mid(I)) + f'(z)(x — mid(z)), slopes oder
allgemeiner auf den sogenannten centered forms f(z) = f(2)+ s(z — Z) mit Zentrum
Z und Steigung s.
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A.6 Lineare Intervallgleichungssysteme

Eine lineare Intervallgleichung mit der Koeffizientenmatrix A € IIR™*™ und der
rechten Seite b € IIR™ ist als die Familie linearer Gleichungen

Ab = x; AeMbeb (22)
definiert (siehe z.B. [Neumeier '90]). Die Menge
YA b):={x€R"| Az = b firein A € Aund b € b} (23)
heifit Lisungsmenge von (22).
Ist A regulir, so ist 3(A,b) beschrinkt und die Hiille
A := O%(A,b) (24)
ist definiert.

Satz 11 ([Neumeier "90]) Ist A regulir und diinn, so ist die Hille der Lisungs-
menge mit der Ldsungsmenge identisch:

Ab=A"1b
Aus Satz 11 und

ler az az| |es az az| |e; a as]
A7l = ﬁ |a1 e a3| |a1 (=D a3| |a1 €3 a3|
|a1 as 61| |a1 as 62| |a1 as €3|

folgt unmittelbar

Satz 12 Sei A := (a;) € R**?; a; € R® regulir und b € IIR’. Dann ist die
Lésungsmenge des Gleichungssystems (22) gerade

" 1 ||b as a3|
A [bzA_llbzm la; b as|
lar a2 b|

falls die Determinanten |b a2 asl|, |a1 b a3| und |a1 as b| jeweils so berechnet
werden, daf8 sie nach den Komponenten des Vektors b entwickelt werden.

A.7 Implementierungen

e XSC-Sprachen: Intervallbibliotheken der Universitéit Karsruhe, die in Fortran,
C und C++ erhiltlich sind

e BIAS/Profil: C++ Intervallbibliothek der TU Hamburg-Harburg
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B Affine Arithmetik [Andrade et al. ’94]

Um die durch die Intervallarithmetik verursachten Uberschitzungen, zu reduzieren
wurde die 1994 in [Andrade et al. 94] erstmals vorgestellte auf sogenannten Aff-
informen basierene Affine Arithmetik entwickelt. Affine Arithmetik liefert, genau
wie die Intervallarithmetik, automatisch Approximation- und Rundungsfehler fiir
jede berechnete Grofle, beachtet aber zusdtzlich noch die Abhingigkeiten der Ein-
gabegroflen. Affine Arithmetik ist wesentlich komplexer als Intervallarithmetik und
somit auch teurer in Bezug auf die Rechenzeit. Je nach Anwendung kann dies aber
durch die hohere Genauigkeit der Ergebnisse ausgeglichen werden.

Die folgende Definition der Affinform weicht von den in [Andrade et al. ’94] und
[Stolfi, de Figueiredo ’97] gegebene Definitionen ab.

B.1 Definitionen und Bezeichnungen
Eine Affinform ist definiert als

T = a?(el, ...,6n) =g, +T1€1 + To€a + ... + TpeEn; € € [—1, ].]

wobei die z; bekannte reelle Koeffizienten darstellen und die €; Variablen sind, die
fiir unabhéngige Fehler- oder Unsicherheitsquelle stehen, die ihren Ursprung sowohl
in Inputdaten, als auch in Rundungs- und Approximationsfehlern haben kénnen.
zo heiflt Zentrum der Affinform. Die x;; ¢ = 1,...,n heiflen partielle Abweichungen,
die €;; i = 1,...,n Fehlersymbole der Affinform.

Kurzschreibweise: & = (zo, ..., Z).

Der Wertebereich einer Affinform repriisentiert also dhnlich einem Intervall einen
unsicheren Wert z, allerdings mit dem Unterschied, dafl die Unsicherheiten, von
denen der Wert abhiingt sehr viel genauer aufgeschliisselt sind, als das bei einem

Intervall der Fall ist.

Im Folgenden wird der Begriff Affinform mit dem Wertebereich der oben definierten
Affinform gleichgesetzt.

B.2 Konvertierung Intervallarithmetik/Affine Arithmetik

Sei & := xg, +x1€1 + T2€2 + .... + Tpey, eine Affinform. Dann gilt fiir alle z € &

veX =[z0— Y |mil, zo+ Y |l
i=1 i=1
X ist das kleinste Intervall, dafl alle moglichen Werte von x enthilt.

Umgekehrt gilt: Sei Y € IRR. Dann ist

U = Yo + Yk€k

mit yo := mid(Y); yg := rad(Y’) die Y reprisentierende Affinform.
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B.3 Affine Operationen

Seien & = (zg, ..., zn) und § = (yo,...,yn) zwei Affinformen beziiglich der gleichen
Fehlersymbole ¢y, ..., €, und sei a € R. Dann gelte

1. 2+ 9 := (xo £ Yoy, Tn £ Yn)
2. af = (azg,...,x Ty,)

3. i4+a:=(xota,x1,...e, Tpy)

B.4 Nicht affine Operationen
B.4.1 Allgemeine Vorgehensweise:

1. Unterteile die Operation (falls moglich) in einen affinen Teil und in einen nicht
affinen Teil.

2. Berechne den affinen Teil wie im vorigen Abschnitt beschrieben.

3. Berechne eine affine (Best-) Approximation (z.B. eine Tschebycheffapproxima-
tion) fiir den nicht-affinen Teil, multipliziere den Approximationsfehler mit
einem neuen Fehlersymbol und addiere ihn zur Affinform.

Da eine tatsédchliche Tschebycheffapproximation aufgrund ihrer Geometrie bei der
Umwandlung der berechneten Affinform in ein Intervall teilweise unerwiinschte
Uberschitzungen liefert, wird in [Stolfi, de Figueiredo ’97] empfohlen, die affine Ap-
proximation mittels einer Min-Range- Approximation zu berechnen.

B.4.2 Beispiele fiir die Berechnung der Affinformen mit eine Min-Range
Approximation

Seien & = (zo,...,2,) und § = (yo, ..., Yn) zwei Affinformen beziiglich der gleichen
Fehlersymbole ¢, ..., €, und sei a € R.

1. Multiplikation:

& § = (ToYo, ToY1 + YoT1, .- ToYn + YoTn, (z |50i|)(z yil))
=0 i=0

2. Quadratwurzel:

Vi = (azo + B, ax1, ..., azn, )
mit
1 _Vb+va 1 avh

a = —— - IB + = (‘/5_\/‘_1)2
C Vb+va T 8 2Vb+/a’

Vb++a

1
T8

B.4.3 Die Behandlung von Rundungsfehlern

Fiir Rundungsfehler wird ein neues Fehlersymbol eingefiihrt, zu dessen zugehori-
ger partieller Abweichung die oberen Schranken aller auftretender Rundungsfehler
addiert werden.
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B.5 Implementierungen

e Affine Arithmetic Package in C von de Figueiredo. Hier fehlt allerdings die
Implementierung der Grundfunktionen (Sinus, Cosinus, Tangens,...)

e C++ Bibliothek von Ronald van Iwaarden, die auf Grund der verwendeten
Datenstrukturen ineffizient ist.

C Taylormodelle, [Berz, Hofstéitter "98]

Taylormodelle sind ein weiterer Versuch, die durch reine Intervallarithmetik verur-
sachten Uberschiitzungen zu reduzieren. Dazu iibertrug Berz das seit langem ange-
wandt Verfahren Ableitungen einer Funktion effizient und beliebig genau iiber deren
Tayloryentwicklung zu bestimmen auf die Auswertung komplizierterer Ausdriicke.
Es zeigt sich, da8 die Uberschitzungen, die bei einer direkten Intervallauswertung
auftreten, wesentlich reduziert werden konnen, wenn der Ausdruck als Taylorpoly-
nom beliebigen Grades dargestellt und ausgewertet wird.

C.1 Definitionen und Grundlagen

Grundlage fiir die entwicklung der Theorie der Taylormodelle bildet der Satz von
Taylor:

Satz 13 (z.B. [H.Heuser ’88a]) Sei f € C™(I), I = (zo — o, 7o + a) € IR mit
ezistierender n+ 1. Ableitung auf I. Dann existiert fiir alle x € I ein & € I, so dafs

f(@) =T(z) + Le(2)

wobei

nr) (g
T,(z) := Z f7(@o) 1/(! o) (x — z0)"

v=0

das n-te Taylorpolynom von f an der Stelle xq und

FD(E)

(n+1)! "

R, (z) := (x — o

Lagranges Restglied der Taylorformel heifit.

Fiir den multivarianten und speziell den bivarianten Fall siehe z.B. [H.Heuser ’88b].

Sei also f € C"*'(Dy); Dy C R™ und Dy C B € IR". Desweiteren bezeichne T(x)
das n-te Taylorpolynom von f um den Punkt &y € B. Dann heif3t

e das Intervall I mit
Ve € B: f(x) —Tp(x) €1

Restgliebabschdtzung n-ter Ordnung von f auf B.
e das Paar (T},,I) Taylormodell n. Ordnung von f

e die Menge aller Restgliedabschitzungen Restgliedschar
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Da die n + 1. Ableitung als stetig vorausgesetzt wurde und B kompakt ist, ist die
Restgliedabschitzung immer beschrinkt und es existiert eine optimale Abschitzung,
denn:

Sei T, das n.-te Taylorpolynom von f und g := f —T;,. Dann ist g stetig und besitzt
zwei Extrema fiir ; und z,,. und es ist offensichtlich, daf I := [g(x;), g(x,)] ein Ele-
ment der Restgliedschar ist, das in jeder anderen Restgliedabschétzung enthalten
ist. I wird optimale Restgliedabschitzung genannt.

C.2 Arithmetische Ausdriicke

Ein Taylormodell fiir einen komplexeren Ausdruck kann aus sukzessive aus Taylor-
modellen fiir Grundfunktionen abgeleitet werden. Dazu entwickelte Berz eine Art
Taylorarithmetik, die wie im Falle der Intervallrechnung auf Mengenoperationen
basiert.

Seien im Folgenden (T%,I;) und (T,,I,) Taylormodelle n.-ter Ordnung der Funk-
tionen f und g die jeweils iiber B € IIR™ definiert seien.

C.2.1 Addition/Subtraktion:
(Trags Iq) i= (Ty £ Ty, Iy £ 1)

C.2.2 Multiplikation:

Fiir jedes & € B existieren ey € Iy und e, € I, so, dafl f(x) = T¢(x) + ey und
f(x) = Ty(x) + e4. Dann ist die Multiplikation der beiden Taylormodelle gegeben
durch _

Ty, Igg) := (T5Ty — Ty, OE(, e, €5))

wobei T¢, die Terme des Produktes T;T, enthélt, deren Grad hoher als n ist. Weiter
sei E(x,ef,ey) :=Tsy+ Treg +Tyep +esrey und OE(x, ey, ey) bezeichne die Hiille
von E auf B x Iy x 1.

Die Qualitdt der Berechnung hingt stark von der Qualitit der EinschlieBung des
Polynoms E ab. Scharfe Einschlielungen etwas mittels einer Entwicklung des Poly-
noms nach Tschebycheff- oder Bézierpolynonem und EinschlieBung der Tschebycheft-
/Bézierpunkte zu berechnen ist kostspielig. Eine Auswertung mittels Hornerschema
ist die schnellste Moglichkeit, verunschirft aber das Ergebnis.

C.3 Grundfunktionen

Zur Berechnung einer der Grundfunktionen Sinus, Cosinus, Exp, usw. mit einem
Taylormodell als Argument existiert keine allgemeine Strategie. In den meisten
Féllen kann aber folgendermaflen vorgegangen werden:

Sei (T, Iy) ein Taylormodell n.-ter Ordnung fiir f iiber B und sei g eine der Grund-
funktionen. Gesucht ist das Taylormodell fiir die Funktion f o g.

Ansatz:

1. ¢:=Ty(x0), T¢(x) :=Tf(x) —c
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. Verwende eine Additionstheorem fiir g (z.B. exp(a + b) = ezp(a)exp(b)) um
die Berechnung von ¢ und T¢(x) + Iy zu trennen.

. Berechnen den Konstanten Tei korrekt oder eine enge Einschliefung desselben.

. Berechne das Taylormodell fiir den nicht-konstanten Teil der Funktion h(f’f (x)+
It). Das Restglied wird mit Standardintervallarithmetik ausgewertet.
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